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Voordracht door de Heer T,C. Braakman 1n de
serie Actualiteiten op Zaterdag 30 Januari 1954,

Gravitatiegolven 1ln de hydrodynamica,

Samenvatting.

In de hydrodynamlca verstaat men onder gravitatiegolven golfbe-
weglingen van klelne amplitude onder invloed van de zwaartekracht.
Is de vliocelstol homogeen, dan treden deze alleen op aan de opper-

viakte,; en men spreekt van oppervlaktegolven, in tegenstelling tot
zelaagde vloeistoffen (d.w,z. vlocelstoffen met discontinuiteitsop-
pervlakken in de dichtheld), waarbilij ook zg. inwendige golven op-
Creden.

Daar wi]j ultslultend homogene vlicelstoffen beschouwen, spreken
we steeds van gravitatiegolven, waaronder men dan oppervliaktegolven
moet verstaan, In de meeste in dit mapport gencemde publicatiles
worden de benamingen '"gravity waves" en "surface waves'! dooreen gc
bruikt, hoewel steeds sprake 1is van homogene vlioelstoffen.

De bedoeling van dit rapport is een oveprzicht te geven van de
recente literatuur over dit onderwerp, alsmede van de verscnlllen.s
problemen, die in deze literatuur ter sprake komen, en van de VOOl -
naamste methoden, die voor de oplossing ten dienste staan, gelllu-
streerd met enige voorbeelden. ‘

In % 1T wordt eerst de algemene inleldende Theorie gegeven, waarr.a
we specilaal Ingaan op de exacte lineailre theorie, verkregen door .
algemene theorie te lineariseren in de veronderstelling, dat de bLe-
wegingen ”infinitesimaal”*zijn.

We onderzoeken alleen beweginpgen die enkelvoudlg harmonlisch van
de tTljd afhangen en ing 2 wordt aangetoond, dat we 1n dat geval bLL]
tweedimensionale stroming te maken krijgen met de potentlaalverge-
11jking:

A Y = 0 (1)

en blj driedimensionale stroming met de golfvergelijking:
(D - mg)qutlﬁ m reeel (2)

De (lineaire en homogene) randvoorwaarden zljn voor (1) en (2) het-
zelfde. De nuloplossing voldoet derhalve, en dat desalnletemin ook

niet-triviale oplossingen bestaan, betekent dus dat deze problemen

blijkbaar niet eenduidig een oplossing bepalen. De oorzaak hlervan

ligt in de aard van de randvoorwaarde aan het vrije oppervlak,
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probleem, (dle leveren staande gol-

(eventueel alleen op

oneindig) gedragen als cos X,
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dlg dlep kanaal en een kanaal met eindige consta

len we twee eenvoudige voorbeelden, nl. een oneiln-

ken inderdaad oplassingen in de vorm van voortlopende golven te be-
staan. Heelt de vloceistofmassa een grote diepte, (groot t.o.v. dc
solfflengte van de gravita tie%QEV@ﬂ), wat we steeds
blijkt bl] deze golven dispersie op te treden.
Ten aanzlen van de @QﬁdUidi@h@Lﬁ%@awﬁziﬁzhh
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behulp van gestelde el

sannemen, dan

pewezen, datl met
N op oneindig

oplossing van het eerste voorbeeld 1is va
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oplossing de gedaante hee
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X,y)= A cos(k x + A) met

en KA wilillekeurlg reco
(3)

Fen analoge stelling geldt voor het tweede voorbeeld.,

LT

men overzicht van de optredende problemen wordt gegeven in éé

nte dlepte. Er bllj-
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terwljl de voornaamste oplosmethoden in het kort worden ammgmdulg in

i’ﬁw"ll

0. Het elgenlijke literatuuroverzicht is vervat in E3 7, sSystema-
Cisch gerangschikt naar de problemen, en voor leder probleem in

chronologlsche volgorde. Aan het slot worden enige publicaties ge-
noemd, die f@itelijk bulten de in dit Pmppmrt @@@@ven mpW@L vallen,
doch w21l nauw

geven leder een voorbeeld van de oploss inh van een pr0b1e1m ter
Lllustratie van de twee belangrijkste oplcsmethoden.
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28chouw een incompressibele vliceilstof zonder inwendi%e‘Wﬁijving
- dwars-
\gal 1s. We
leggen een Cartesisch coord in het
***** corspronkeliljk ongestoord wel de x-as in de
lengterichting van het kanaal langs het oppervlak, en de y-as lood -

stromingen verwaarlozen, zodat de bewegl

inatenstelsel met de oorsprong

e wateroppervliak, en

of Milne-Thompson [31].
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an een vrij oppervliak:

vlicelstofdeelt je

en eilsen

dat

en door y

de

rravitatie de

waaraan we randvoorwaarden zullen moeten tocvoegen,

veronderstellen dat de watermassa niet mee
kunnen we de vergelljking van het vrijo

=M (x,t).
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Voor een deeltje aan de oppervlakte %@lﬁﬁ me t (“)3
dt dus

1M= v dt = - _ dt en dx = u dt = -
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en (1.8) geven tezamen een (niet-lineaire) randvoorwaarde aan

Uit (c¢) volgt direct de randvoorwaarde aan een vaste wand:

wat men noemt de exacte linecalire theorile der gravitatliegolven

Klelne amplitude lincariseren we de randvoorw

aarde aan een vri
opperviak door te veronderstellen, dat de beweglngen "Infinitesi-
maal'™ zijn, ¢n dat derhalve nilet-lineaire termen in

de snelheden

van verwaarloosbaar klein ﬁigﬂ t.o.v. deze grooti

heden zelf .
(1.7) en (1.¢

raan dan respectlevelijk over in:

= =My (1.171)

deze voorwaarden voor

(1.10)  en

Cerwlijl in deze lineaire
ne €

D gelden voor
(dmmv ontwikkeling: O (x, m)=
r'l y“ binatie van (1.10) en
(1.11) tenslotte als randvoorwaarde aan cen vrij oppervlak levert:

L,

zoaat com

= 0 (1.12)

w 3t) opgelost met behulp van (1.5) en de randvoor-
9) en (1..12), dan vinden we hierult de verticale ver-
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rekken). D1t 1s physisch zeer plausibel, immers volgens
(2.17) betekent dit, dat de snelheid en de verticale
het onelndige uniform begrensd zijn,
1ligt het voor de hand, dat we steeds zouden moeten elsen,
,y) overal reguller is. Bij de practische problemen, waarvl]
proberen voor @ oplossingen te vinden in de vorm van
voortlopende golven, zal dlt echter nilet steeds mogelljk zijn, zodat
we een concessie zullen moeten doen aan de oorspronkelil jke veronder-

van Iinfinitesimale beweglngen,
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We komen hiler nader op te-

%i@@ﬂ we wel, dat %9{xﬁy) overal regullier 1s, dan blijkt steeds

le gedaante van qﬂx,y) en inzonderheid het gedrag voor y = 0,
x —» &9 is vastgelegd. Een algemeen bewijs hiervan is echter (nog)
nlet ugegeven, wel voor speclale gevallen. (Zie de twee voorbeelden,
die worden behandeld 1in EéEQ.

Zoals hlerboven reeds aangekondlgd, gaat het ons er om voor CE
ssingen te vinden in de vorm van voortlopende golven, (2.1) laat

D leveren 1in de vorm
van staande golven. Door superpositie van 2 staande golven, zullen

wij dan trachten voortlopende golven te construeren. (Dit is enipgs
zins afwijkend van de gebrulkelljke theorie van golfverschijnselen,

waarin men meestal een staande golf beschouwt als superpositie van
twee voortlopende).

In @ 5> zal dit aan de twee eenvoudlgste gevalle
bovenstaande theorie lkunnen toepassen, worden toegelicht, Blj de
practlische gzevallen, waarbij het gebled waar de vloeilstof zich ult-
strekt, ingewikkelder is, blijkt het echter pas mogelljk voortlopen-
de golven te construeren, wanneer we voor (@ o0k een oplossing toe
staan met cen logarithmische singulariteilt.

n, waarin we

5§é3EMﬂ<§ 9 geven hiervan voorbeelden. Een opmerking over de Tegen-
ﬁtvijdigh@id niervan met de oorspronkeliljke veronderstellingen,
wordt aakt aan het eind van §18. Verder zal het slechts blj de

W 5 gegeven voorbeelden gelukken, een oplossing te geven
dle voor alle x de gedaante heeft van een voortlopende golf, terwijl

olj alle overige gevallen wordt volstaan met een oplossing die zich

Op onelndlg gedraagt als een voortlopende golf, die men construeer®
door superpositie van twee oplossingen voor , die voor x-— + 0

zich gedragen als cos x, resp. sin x.
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Het 1s eenvoudlg In te zlen dat aan deze elsen voldaan wordt door

de functiles: My) = A @Ky cos (kx + &) (3.7)

inderdaad staande golven voor Q (x,y;3t).

oplossingen (3.1 ) de enlge overal in het gebied regullere en op on-
eindi,; begrensde z1lin.

ire comb 'f?i._m?ﬁ,ti@ vinden we met (2.1) dat we voor ()

Door 1in g )
als oplossingen kunnen nemen:

Ky

(x,y.;t)= A e os(kx +wWt + &) . (3.2)

Dit 1s dus de oplossing 1n de gewenste vorm, nl. een vlakke voortlo-
n

ﬁ | > T, |
De golflengte N wordt gegeven door /\ = —T— én met (2.0) dus:

De trillingstijd T is =& en voor de voortplantingssnelheld ¢ vin-
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De voortplantingssnelheid is derhalve niet onafhankelljk van de golf-
maar is evenredig met VA . Bij deze golven treedt dus dis-
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d.w.z.: de voortplantingssnelheid hangt niet meer af van de golf-
lengte, Met deze voortplantingssnelheild heeft men te maken bij de
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2. "shallow-water theory" (zie bv. Stoker [ 39}) en bij de theorie
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f{z)= A ﬁwikﬁ + Bz + C (met A,B,C (corplexe) constanten)
(M»J«%)

moet zijn voor | zl-s oo

"2 49 in dit halve

Omdat echter
in het onderste

1) Uit

volgt meer omtrent het gedrag van

lat hier echter niet nodig,
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5. Overzicht
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een opmerking be-
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de twee eenvoudil e VOO rbee 1den

ylossingen v

maken zullen kr

het vrije oppervliak.
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17, Uniform hellende bodein.

nat een
W%%ﬁﬁ:‘ﬁ & m%@‘

bestaat,

zodat de vOoOrwaarde aan een

ste wand geldt voor
(Y wemeten

oo
als in de figumv).

cen rechte klip, voor 5 < )¥ < 1

uuuuuuuu

= 1 tenslotte van een dokprobleem. (D.w.2. ec¢ en half vlak van

het wateroppervlak 1s bedekt met een vaste w&m@).
ol . Viakke barr E_ ST .

Hierbij neemt men aan dat zlch In de vlocelstof viakke barriercs

I e o 3 _ ” . m s e
We onderschelden:

Horizontale viakke barricres.,

voor y = -b, ¥ < 0 een '"vaste wand" in de

il e W Gk gl o e Smw g e i e GEE A e dmw  WET TRE B R oinee e &

N 1 _
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barrieres. _
coval nemen we aan dat zilch "vaste wanden" 1n de

A

£
L

o,

bevinden voor x = 0, O 2y £~ a en voor x =0, ~ by~ -oo.
R De vlicelstof wordt bl] deze pro-
blemen oneindig dlep verondersteld.
Speciale gevallen krijgen we voor:
a <o, b =co: gen vaste wand vanaf
het oppervlak tot elndige diepte.

a = 0, 0<beoo ¢ een vaste wand

vanaf de bodem tot onder het

n men nog

cppervliak, Hierbl] ks
het specliale geval beschouwen dat
by O,

Coe Scheefstaande vlakke barriere,

Hieroil ) nemen we aan dat zich in een kanaal met oneindige dilepte
een "vaste wand'" bevindt vanaf het oppervliak tot eindige diepte on-
der een hoek tussen 0O en g~@f vanat de '"bodem'" tot een eindige diepte
onder het oppervliak onder een

134

— T T noek tussen 0 en = .

-

] } e I
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Loe publicatliecs verschenen, waarin zich onder het

¥
:
g

watercppervlak een hindernis van cylindrische vorm bevindt.
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. Ander tType voorwaarde aan het vrije oppervlak.
Een speclale plaats nemen de problemen In, waarbij sprake 1is
van een zg, "f'loatin: mat"-voorwaarde aan het vrije oppervlak. We

t

veronderstellen hilerbi) dat een half vliak van de oppervlakte van een

watermassa met pgrote dlepte is bedekt met een drijvende dunne laag.
Deze laag kan als ecrste benadering worden beschouwd voor een veld
van gebroken 1js, of een ander veld van drijvend materiaal dat be-
staatl ult kleine deelt jes zonder wisselwerking. Men heeft in dit

aarde voor y = 0, dile

nalve vlak te maken met cen andere randvoorw
we hier zullen afleiden: ,
Volgens (1.4%) en (1.6) geldt na de toegepaste lineggrisatie voor
de druk aan het oppervlak:
.- o g 72 (i':.f) = )

en verondersteld, dat de drijvende deeltjes geen wilisselwerking

hebb
ben, en nemen daarom aan , aat
3tig zijn van waartekracht en van de druk van het water onder de

heb
2 b

de enlge werkende Krachten afkom-




Dan geldt aan het opperviak ocok:
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Vol eSS de d efinitic va I'i b ( X,V ) in { 2 1 } vo 1 e ¢t hierult:
voor y = 0: oWl apw?

nnnnn

randvoorwaarde aan eceon 1 van een Y"floatil

mat"e
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De randvoorwaarde is dus wel van hetzelfde
essentiecl van (2.4) in het feit,

2, maar versch

vast teken heeflt, ler-

. . O A0 0 . o o . .
Bilj de onder 17, 27 en 47 beschreven problemen kunnen we te maken

problemen afhankelijk

L

nebben met 2-, zowel als met 3-dimensionale

e golven ult het onelilndipe

de voortlope

rrrrr

verbinden

Komen. Stas Illnen, dle punten van cons t&m%@

?

x-richting, dan 1s

(zoals de gollkruinen bijv.) loocdrecht

|||||

het probleem tweedimensionaal, daar we de coordinaatassen stec 7O
leggren, dat de kustllin o de rand van een barriere in ceen vlak

o

O of y = constant liggen, c¢n loodrecht op de x-as staan. Maken

<
{

probleum

de golfkrulnen een andere hoek met de x-richting dan is het
driedimensionaal. Volgens (1.15) beperken we ons tot enk

heid, wat betekent (daar we 00K VOOr x op-
lossingen zoeken die zich voor jsrote x gedragen als sin X en cos x)

rJ.-!"

| 2, .2 L{1x-+mz
dat onze oplossingen zilch voor grote x“+z° gedraten als e ( )ﬁ

nnnnn

harmonische z-afhankell jk

Ad.W.Z. wWe proberen oplossingen te wimﬂ@m die zlch opoo gedragen alp
waarvan dw voortplantingsrichting een

een viakke voortlopende golf,
zekere hoek maakt met de x-richting.
Het ligt enigszins voor de hand

len driedimensionaal op te lossen

te veronderstellen, dat het

‘%13 Y 'E" !:;-
Yol ”

net eenvoudigste 1is, alle

problemen te verkri o on

en dan ¢ D1 ingen voor
door m = O te nemen. (Zle (2.2) en <ﬁ... DIt 1s
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de golfvergeliljking). Voor de oplossing hiervan heeft men een machtig
hulpmiddel in de functlietheorle. Men kan q>(xjy) beschouwen als het
reele deel van een analytische functie en de randvoorwaarden omzet-
ten in voorwaarden voor die analytische functle op de rand van het
gebiled (zoals bv. in § 4 is gebeurd). Deze wijze van oplossen 1is
dikwlijls aanzienlijk eenvoudiger dan voor een driedimensionaal pro-
bleemn,

In de tweede plaats 1s gebleken, dat men in de oplossing van een
0 kan nemen,

driedimensionaal probleem veelal niet zonder meer m
doch dat men op subtiele wijze m naar O moet laten naderen. We gaan
op dit verlschil tussen twee- en driedimensionale gevallen hilier niet

nader in, maar verwijzen naar de literatuur, bv. § 6 in Heins [18].

“H“*“m“*M“meﬂ“ﬂm”MdﬂﬂM“wm“"wmﬂm“mﬂwmwmmmw-ﬂ.m'm

ledere publicatie, waarin een der Iin de vorige paragraafl genoemde
gevallen wordt opgelost, heeft natuurlijk zijn eigen aantrekkeli jke
spitsvondigheden, zonder dat de gevolgde wijze van oplossen veelal
kan worden gekenschetst als een oplosmethode voor een zekere groepy
van problemen betrefifende gravitatiegolven.

We zullen hieronder dan ook alleen de voornaamste oplosmethoden
in het kort schetsen, dle zich wat betreft hun bruikbaarheid niet

beperken tot een geval. De onder 7. en 2. gencemde metThoden worden

pieinpupniohi

gelllustreerd door de voorbeelden van § 8 en @ g.
7. De reductiemethode.,

ipampaimanly

Deze methode 1s afkomstlg van Lewy en Stoker en voornameli jk
bruikbaar voor de in & 5 onder 1. genoemde problemen. Ze berust op
de aanname van een nieuwe onbekende functie X die voldoet aan een
homogene randvoorwaarde van de eerste soort op -de gehele rand van
het gebied. (X = 0). Men reduceert dus het randprobleem tot een met
eenvoudlger randvoorwaarden. Is deze functie opgelost, dan moet nog
een partiele (in tweedimensionale gevallen een gewone) differen-
Claalvergelljking worden opgelost teneinde @ te vinden.

Vooral blj functietheoretische oplossing van tweedlimensionale
problemen heeft deze oplosmethode waarde. We 1llustreren deze metho-
de m.b.v, het tweedimensionale geval van een rechte klip in § 3.

2. De methode van Helns.,.

Deze methode wordt ook wel aangeduld als de methode met behulp
van integraalvergelijkingen. Daar z1ij echter 1s ontworpen door Heins
en Speciaal door hem met vrucht 1s toegepast op verscheldene geval-
len, 1lijkt bovenstaande titel gerechtvaardigd. Voor de gevallen onder



O . : |
genocemd 1in § 5 18 ze niet te gebrulke

L
29 genoemde, terwijl ze ook

nut 1s. 0f het probleem van twee- of van
maakt geen essentleel verschil,
Het principe berust op de constructie van een

het randprobleem. Met behulp van deze
integraalvergell jking voor de functie (t
Hopf Type blijkt te zijn, en met behulp van de
theorie (zie bv. [ 32]) kan worden opgelost. Deze
slechts goed beschrijven aan de hand van een voorbeeld

n | . L I : .
daarvoor beschikbar:
Ngthe Gt Rud il o e Vo e Gi e
laat zlch

§ 9 gelllustreerd m.b,v. het driedimensionale
van elndlge dilepte met een dok, waarvan we
11jk zullen leveren.,

bruikbaar (en

Er z1j hier nog opgzemerkt, dat deze methode ook
door Heins ook inderdaad toegepast) 1s voor problemen in analoge
("stripvormige") gebieden, in de theorie van electromagnetische en

acoustische golven,

5. De elgenwaarde-~-methode.
Deze 1s afkomstlg van Weinstein en berust op de ontwlkkellng

- iy Y e o o e b e
gewoon randproblecom

® (x,y) naar de eigenfycties van een (verwant)
Deze methode heeft nlet zeer veel zelfstandige betekenls, maar kan
leiden tot een verkorting van de reductiemethode, wanneer ze 1in
combinatiec met deze wordt gebrulkt. Verder is ze wel nuttiy voor het
theoretisch inzicht, dat men geen voortlopende golven kan vinden,
 ,(xﬁy) toela dt moasar

als men alleen regullere oplossingen voor &
dat men een reculiere en een logarithmisch singuliere oplossing moet
combineren. Aangezien deze methode 1n haar ultvoerlng welnlg inpe-
wikkeld 1is, geven we geen voorbeeld, maar verwljzen direct naar do
¢ 2 en 4 van de desbetreffende publicatie van Weinstein [ 43 1.

§ 7. Literatuuroverzicht.

SEnwl Wb TR G e MNP W s WPV TP gt Al aiielh Al R Ahaein TETAE N e

We zullen in deze paragraafl ecn overzicht geven van de verschll-

lende publicaties, ingedeeld naar de in & 5 genoemde problemen, en
in het

voor ileder problecem in chronologische volgorde, terwljl

algemeen enige aanduldinge ullwm seven b@tﬁwfnﬁmﬂﬁéhangmlgd@ ffffff
oplosmethode. (De notaties zijn gelljk aan dle van @“J).
1°. Uniform hellende bodem.
In 1926 beschouwde Hanson [13]) het tweedimensionale geval
T = Z%T , met n geheel Z 1 en caf hiervoor een oplossing. H1j
de echter niet in de constructie van een ult oneindig komende voori-

lopende vlakke golf, omdat hl] vmwwwy alleen een regullere oplossling

2
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beschouwd door

o 3

e ##ﬁ‘B | mca
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tweedimensionale

In 1946 lost Lew Y

even, 0<<p<

met behulp van de

) . o S [
de reductiemethode voor

= m— 1n het twee-, zowel als in het driedimensionale geval, Ook

zaf hij een aantal practische
een oplossing in de vorm van een voortlopende vlakke
dig).

In 104¢

.+

berekeningen

B.: Van hleraf zullen we onder "een

volgde voor << (twf@ﬁimwﬁ iUﬂ&@i} een oplossing van

methode ), welke

Verder verschenen in ds

wor n = 15 poed k E._ opt met de oplossing van Stoker.

vt

1t Jaar oplosgssingen van Friledrichs en Lewy 1?”
voor hel tTweedimensionale

geval Y= 1 (het dokprobleem bij coneilndi .
diepte), verkrepgen lang s {unctictheoretische

o

Zzoeken 1in de vorm van een complexe integsraul, en van Isaacs manﬁUé

a3
)

VOO = (@ws rhangende klip; tweedimensionaal) met een methode,
analoog aan de reductlemethode, Isaacson vond enlge belangri jke ver-
= 2, Qq = 2.

Welnstein [43) af in 1949 een oplossing voor het drledimensior

schillen met de oplossin,; van Lewy voor

geval Y= 4 m,b.v. een combinatie van de eilzenwaarde- en de reduc’

|I
:::::::

me thode .

In 1950 loste Isaacson {E?] het tweedimenslonile probleem oOp voor
willekeurize 7V (0< Y € 1). Zijn methode berust op dle van Fri
en Lewy voor het dokprobleem, Voorts verschenen in 1950 en 19

oseau L30) en [37) met resultaten, analoog aan di.

publicaties van
te heeft Peters [34] de oplossing (o
le zev

lcoordinaten op te lossen met behulp

o,

van Isaacson. In 1952 tenslot
& al met willekeurige 7Y tussen U

‘‘‘‘‘ reven voor het driledimension
en 1 door het probleem in poo
van Laplace-Transformatie naar de radius.

O , | .
2 . A. Horizontale vlakke barrieres.

Bij alle opgeloste prmml@mmm is gebrulk gemaakt van de methodn
van Heins, en wel steeds voor driedimensionale gevallen, In de no-
tatlie volgzens de figuur -;g 2 A, verwl jzen we voor:

, b= 0: Helns
181 (1

Greene en

ﬁﬁﬂ@mli@ﬁ i1s im



B. Verticale vlakke barrieres,.

Dean [ 47 publiceerde in 1945 een oplossing voor (tweedimensiona.l)
a =0, 0<b <co (zle figuur §5. 2° B), terwijl Ursell [401 in 1947
een oplossing gafl voor willekeurige a en b (tweedimensionaal) met
behulp van een integraalvergelijking. (Deze integraalvergelijking
zou herleid kunnen worden tot zen van het Wiener-Hopf type, zoals
optreden bilj de methode van Heins, maar dit is nlet noodzakeli jk;
Ursell gaf een directe oplossing).

C. Scheef'staande vliakke barrieres.

Voor Tweedlmensionale gevallen, waarin deze barrlere een hoek-gg
maakt met het ongestoorde wateroppervlak, 1s de oplossing gepubli-
ceerd door John [22] in 1948, gevonden m.b.v. de reductiemethode.
(In het geval van een eindig lange barriere van het oppervlak naar
beneden, neemt John twee logarithmische singulariteiten aan in de
uiteinden van deze barriere).

50, Andere barrieres.
Er zijn enige artlikelen verschenen over het tweedlimensilonale
geval van een clrculalre cylinder onder het wateroppervliak. We gaan

hierop niet in, maar verwijzen naar Dean 57\ en Ursell L[471.

4° . Problemen met een "f'loating-mat" voorwaarde.

De invoering van deze voorwaarde aan het '"vrlje oppervliak',
teneinde provblemen betreffende gebroken 1jsvelden e.d. 1n eerste
benadering op te lossen, 1s afkomstig van Peters [33] (1948) voor
cen tweedimensionaal probleem. (Bv.: een half vlak is bedekt met
ceen '""floating mat!'" en de 1lijnen van constante phase van de voort-
lopende golf op oneindigz lopen evenwijdilg aan de rand van deze
laag). Peters loste meer algemeen het geval op dat de voorwaarde
(5.4) geldt langs de halfrechte y + X.tg Ty =0 (y < 0; O<Y &1).
Het hierboven genocemde voorbeeld correspondeért dan met Y = 1, ter-
wijl voor k. = 0 in (5.4), (1&,l
keurlige > het door Isaacson opgeloste algemene tweedlmensionale ge-

gegeven door (5.5)) we voor wille-

val van een uniform hellende bodem krijgen en voor " = 1 het dok-
probleem. De oplossing van Peters klopt 1lnderdaad voor k1 = 0 met
. =0, X’ = 1 met het resultaat van

Friedrichs en Lewy [7]a Peters volgt een functletheoretische methode,

die van Isaacson [271] en voor K

die leidt tot een differentie-differentiaalvergelijking, die hij
alyemeen oplost,

We gaan op problemen van deze aard nlet verder 1in; merken slechts
op dat ook de methode van Heilns geschikt 1is;, speciaal blj driedimen-
sionale problemen, en verwljzen naar de volgende publicaties: Weltz
en Keller [451 (1950) en W61 (1953), Heins U71(1951), Weitz [ 44)
(1952), Keller en Goldsteiln [26](1953) en Shapiro en Simpson [38]
(1953). Voor meer algemene theorie over drijvende lichamen zij hier
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peslulten dit lilteratuuroversz

noemen van enlige publicaties over gravitatlegol

ven,
door ons beschouwde problemen vallen, of ultgaan van andere veronder-
stellingen, zoals:

a. Enige artlkelen van Davieg [27] en L3], die gravitatiegolven van

eindige amplitude beschouwt, en de randvoorw

aan een vrlj opper-
viak niet lineariseert.

D. Een methode van Grobner [10]}, die problemen voor
kka
¢c. Een artikel van Krelsel [27], die het geval van tweedimenslonalc

naal oplost m.b.v. een variatieprincipe.

oppervlakte golven 1in een oneindig lang kanaal van

Kleine { CY lindris
cbstakels op de overigens horizontale bodem bevinden, terwljl hij

diepte beschouwt, waarbij zich che veronderate lde)

ook variatlies 1in de atmosferische druk aan de oppervlakte aanneemt.
d. Enige artikelen van Groen [1113 en {12 toffen

beschouwt met een Zekere verticale dichtheldsverdeling, zodat ook

de vioels

P , L :? rf"

inwendige golven ter sprake komen.

;§%8.Lﬁ@n voorbeeld van de reguctiemethode.,

.

Als voorbeeld van ueze methode behandelen we: het tweedimenslona.oe

kke voortlopende golven in een on-

»

probleem van de constructie van vlia
1jde begrensd wordt

eindig diepe oceaan, die aan een z door een verti-
cale klip.
cegeven theorie komt

"

opperviak A1T neer op het oplossen van hnot

Volgens de

volgende potentiaalprobleem:

are |

2 2
B - o _ o
uniform bezrensd vVoor X + § - CO |

bepalen cerst langs eenvoudlige weg een regullere oplossing:

: f {Mﬁy)
roort te zetten In het gehele onderste halve vlak 2n

C.0.V,

door splegel. de negatieve



voor dit geval (kanaal met overal cneindige diepte) hebben we in§§4
aangetoond, dat de enige reguliere oplossing van de gedaante
® = Aeky cos (kx+x) met willekeurige reele A en & is.

Omdat de oplossing echter noodzakelijk een even functie van x moet
zijn, zlen we dlrect in: ‘

de enlge 1n het pgehele 4° kwadrant reguliere oplossingen worden
gegeven door: ng(xﬁy)m Aeky cos Kx. M,a.w.: alle niet-singuliere
oplossingen dle begrensd zijn op oo, hebben op co dezelfde phase, nl.
ze gedragen zich daar als coskx. Teneinde voortlopende golven te
vinden voor @?(X,y;t) moeten we echter ook een oplossing Ggg(x,y)
vinden die zich op ca gedraagt als sinkx, (die daar dus 90O Hult
phase" 1s met de regullere oplossing) en het is dus duidelijk dat
we daartoe een singulariteit zullen moeten toestaan. Het ligt voor
de hand de zwakste singulariteit, dus ecen logarithmische, aan te
nemen en eveneens 1s het plausibel deze aan te nemen aan de kust,
dus in x =y = 0,

We kunnen niet a priorl zeggen, dat deze oplossing het goede ge-
drag op ¢ zal vertonen, maar bepalan eenvoudlgweg de oplossing en

tonen dan aan, dat dez=z zich op oo gedraagt als sin x.
We formuleren het probleem voor @ ,(x,y) nu volledlg als volgt:
[g?g(x,y) moet voldoen aan (8.1) tot en met (8.3) en verder:

in de buurt van 0 kan Q?g worden voorgesteld door

Q5 =Qlogr+ @ (8.4)
(PN et 2 = %2 4 y2 en %? en£§ functies die tezamen met hun eerste

twee algelelden begrensd zijn in een omgeving van 0.
Op co elsen we dat <§’2 en de eerste twee afgelelden uniform be-

crensd zljn.

4

We lossen dit vraagstuk langs functietheoretische weg op met behulp

van de reductiemethode.
Stel @, = Re f(z) met £(z) analytisch. Het probleem formuleren w-

nu als een probleem voor f(z):

< 1 9 e
a. f(z) moet analytisch zijn in het gebied: { m z s O behalve In z=J
& Re 2z 2z O
(8.5)
b. Voor Im z = O, Re z > 0O moet gelden:
Re (iD-k) f(z)= Re L,I(D) f(z)= 0O (8.0)

(D is operator %E')'

{
O

c., Voor Im z < 0, Re z

Tl

Re D f(z)= Re LE(D) f{(z)= O _ (8.7)
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d. Op oo voldoet f(z) binnen het genocemde gebiled aan de eilsen:

L AP 2 ¢
1. idf{se ,gmg- zljn uniform begrensd in z, als|z|— Cc© ; maar

OO0k aan:

df\

0
2. |5

en lgmglma-o langs alle rechten in het kwartvlak, die
dz

niet evenwlijdig lopen aan de grenzen.

e. In de buurt van z = 0 geldt binnen het kwartvlak voor f(z):

diW<C'jiL- en ] 4% } " t M M tant
dz | Z | g;§ < T"“g me 1 en > constanten.

|

Dat dit probleem voor f(z) volgt uit dat voor §?2, tonen we aan:

a. 1ls direct duideliljk. ﬁ
b. volgt uit (8.2) omdat: Re (iD-k) f(z)= C?y - k@.
c. volgt direct uit (3.3).
d. 1. volgt uit de eis voor C?g enn de afgeleiden op e volgens de
| e 311, .8 - o df — ] )
Cauchy-Riemann vergeliljkingen (die leveren: 5 =Y - 1(?y dus

df
'HEW§§l@xl +W?y\)‘
2., dlt volgt uit de eis voort(gz op ¢ volgens het Lemma dat we

aan het eind van dit voorbeeld zullen bewijzen, (zie p.23 ).
e, volgt uit de els voor (5’2 in de buurt van 0, omdat daar
r%’)y_, r c?y,, C?xx T (5) vy begrensd moeten zijn en dus ook

[z f!] entz2 '”I volgens de Cauchy-Riemann vergelljkingen.

HeT princlpe van de reductiemethode berust nu op de aard van de
voorwaarden (8.6) en (8.7) en op de lineariteit van de daarin op-
tredende operatoren L,(D) en L,(D). Er geldt nl. dat:

Re L, L, [f1=Re L, L, [f1 =0 . (8.0)

2

op de gehele rand van het gebiled. Daarom voeren we 1in de functie
i ,, d ' .
F(z)= L2 L.} [f(Z)lma-é— (1 I - k). £(z) (3.9)

Volgens (8.8) is nu het reele deel van F(z) gelijk O langs beilde
grenzen van het kwartvlalk en daarom kunnen we F(z) m.b.v. splegelin
voortzetten in het gehele complexe vlak. (N.B.: Hier wordt het dui-
delijk waarom deze reductiemethode door Stoker werd toegepast op
Kusten, die hellen onder een hoek ggimet n geheel), Het resultaat is
een eenwaardige functie waarvan het reele deel nul is langs de ge-
hele 1maginalre en reele as.

In de oorsprong heeft F(z) hoogstens een pool van de tweede orde,

_ M. 2
lmmers: in de buurt van z = 0 geldt Iggk ‘;\ en I i—-—g—\\ -—T-z- in het
dz Z

kwartvlak en deze grenzen leiden tot: |



M
iF(z)l < -—‘———12- In een gehele omgeving
Z

felt, dat we F(z) hebben voortgezet door spleg
kunnen we F(z) in het gehele z-vlak voorstellen
reeks van de gedaante:

waarin P(z) overal regulier is. 5
df 4~ f
Ult de els ¢. 1 wvoor I en "“g

ook F(z) uniform begrensd is op QO (hiepum
c.2 levert dat |F(z)|—s 0 langs alle rechten

de imaglnaire of de reele as zijn, (hieruit volg!

X o
zodat: F(z) is van de gedaante: -—§ + ----:--i§- .

Nu moet nog: Re F(z) = 0 langs reele en imaglnaire

Re X .2 Re X .-
z reeel levert: (z=x): Re F(z)= B-ie——g——-‘““ + W =

X

O dus:

X 2

Wbty

en C reeel.,

1l

1A en Oé____q = 1 C met

z imaginalr geeft: (z=ly): F(z) = —= + =

dus Re F(z)= % - 0 waaruit volgt: C =

Derhalve volgt ult de definitle van F(zﬁ;) en ult de eisen voor f(z),
dat:

F(z)= A "f‘Lg , A reeel, (6.10)
>

zodat de oplossingen @ (x,y) van potentiaalprobleem (P) het reelc
deel moeten zijn van een analytische functie f(z), die volgens (8.9)
en (8.10) voldoet aan de gewone differentiaalvergelljking:

1
Eﬂ?"ﬂ" <i a@-@- - k)' f(z)m A, ? , A reeel, of:

P #i4 I

gr.: i .

o LE .
?? !u " b !
: "E _:_I: .;
; IVacr ¥ u o

d d vy A
aﬁ (Ej.—-z:- ~+ il“{); f(é’l) ~— ? o

alen van oplossingen

Het probleem 1is dus gereduceerd tot hel bep
van de inhomogene differentliaalvery elijkin& (8.11), dle tevens vol-
doen aan de randvoorwaarden (8 *

SO en bij 0. Er zal blijken dat zulke mplmaaineﬁ van (&
en verder dat deze zich op oo gedragen als Ae Ky .c08 (kx+ &
reeel,

We integreren (8.11) eenmaal,

W el t 1 & V @ P t .

(g5 + ik). f(z)= - &=




Volgens (3.56) moet Re (1 — -

{hmalkaﬂwi-jg + 1 F})m O waarult volgt

5

Ben particuliere oplossing van (8

de algemen2 oplossing voor f, en

derhalve geen bij
zochte functie @ = Re {(z). We nemen daarom pemakshs
dat: ?

a _ '
Qfg + ik)., f(z) i , A reecl,

I
i

f
N

Alle oplossingen van (8.13) voldoen nu automatisch aan
Van (8.13) bepalen we de algemenc oplossing; de
-~ i * E

homogene vergelljking is: f(z)= e

en teneinde een partlculiere integraal te verkri
e - i k z .
f(z)= oL(z).e (variatie van constantc..,, (8

al

&

. Z 1k¥
X A _ikz | & ptKS
Z -7 © , dus: &X(z )= - A |

|

waarin

T *:;

tieweg kiezen: langs de positiev

e 1mag
cirkelboogje 1n positieve richting mm’ 
straal naar z (z in het vierde kwadrant). §

De 1integraal convergeert in dat % G

B

geval, We nemen nog als nieuwe

integratievariabele E;m %; s

H “
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(

3.13) vinden:

—
W
£
i SEE
SN

flz)= ®La™ " - A e

waarin de integratieweg loopt

Y
als In de volgende f{iguur (wmﬁﬂt é t

NU moeten we nog voldoen aan
~ f& ﬁ
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2 Op de negatief imaginaire as, betekent -1kz negatiefl reeel, dus

OO0k ewikz reeel. Verder ziljn van de integraal de stukken van + &9
naar P1 en vantP2 naar -ikz reeel. De integraal langs de boog is T 1.
(Residu van EE"' in £t = 0O 1is 1, en we lopen 1in positieve richting
langs een halve cirkel om t = 0). Voorts 1is %~positief imaginalr.
We vinden derhalve:
_ ﬁ ﬂ ﬁ e : af’ _ ~-1kz
VOOr z op de negatief imaginalre as, 1s: Re a§~m~T[Ake -+

-1
+ke "% Im & . Teneinde aan (8.7) te voldoen, moeten we dus nemen:
Im &4 = WA, We stellen daarom: <= B + T 1 A, (B willekeurig reeel)
én vinden zo: alle oplossingen van (8.13) die aan de randvoorwaarden

(8-6) en (8.7) voldoen, worden gegeven doors:

- 1KZ
f(z)= B e"IKZ | g e"ikz.{Tri - Jr e"t dt} (8.15)
T 00 : |

met B en A reele constanten.

We moeten nu het gedrag bij O en op oo voor z in het vierde kwa-
drant nog nagaan. Het is duidelijk dat e"ikz voor z bij O reguliler
1s en dat de integraal daar een logarithmische singularitelt heefT.

'Voor-[zl~>cﬂ in het vierde kwadrant 1s e"lkz uniform begrensd (en
cok alle afgelelden) omdat k > 0, en e"ikz
als |z|—= o0 langs een rechte die niet evenwiljdig is aan de reele

raal gebrulken we de volgende asymptotlische ontwllk -

en de afgeleliden — O

as. Voor de intey

5
S~

Kelling:
-1Kk7Z _t

j S —dt ~2Ti - 1faikz{r}£+o(-3g)} (8.16)
T 00 -
(Deze ontwikkeling bewijzen we niet, maar verwljzen naar Appendix IT
in Stoker {39]). Uit (8.16) volgt:
o SR g @
A emikg{’ﬂ’i - J @t cl{}w A @“lkz{"ﬁ'i +o(%~)} (8.17°

+ OO

zodat aan de voorwaarden bij 0 en op oo door de oplossingen (8.15)

wordt voldaan. Als oplossing voor het op pag. 19 in a.tot en met e.
geformuleerde probleem, hebben we dus gevonden: £(z) moet een

linealre combinatle zljn met reele coefficienten van de volgende

linealy onafhankelljke oplossingen:

fy(z)= o T (B.13a)
. | -1kzZ .
i) ' - kg | P - » -
fg(ﬁ)m ' { W i - J Sfm-dt } (8.180)
oo

Voor het potentlaalprobleem (P) hebben we als oplossingen: lineairc
met reele coefficienten van:

combinaties



(p : (x,y)= oKV cos kx
CP Q(ij)= Re t @“ikﬁ. {T[' i -

Hierin 1is (‘P’I de regullere oplossing, die
streeks hebben bepaald en (pg de In x = y
licre, UlT (8 [ 7) VO 15;6 dat fd( ) zich op

_ - ~-1kZ =i {kz- ")
dus @ 5 als Re [ie ] = Re [%::. ( 2)

linealre combinatie wvan (p . &n

@(x,y; t) verkregen kunnen worden, die op

van ceen vlakke voortlopende golf,

We bewljzen nu nog het volgende Lemma,
bij els d.2 voor f(z) op pagz.19.
analytische functle is in het 1nwen-

Lemma: Als f(z) ecen reguliere
dige van een sector van het complexe viak en

begrensd voor |z|{-=00 binnen de sectcr, lan geldt:

|z] - o0 langs een rechte die nict evenwijdig is

den van dec sector, voor iledere gehele n 2 1.

Bewljs: Z1] 2 - €en willekeurlg inwendlg punt van
wordt f(z) op de cirkel C: fz-z_ | = R gegeven door de
O (x,y) op die cirkel met behulp van de formule van Polsson-schwar r

|
£(z)= sz

C

(waarbij R zodanig is gencmen, dat C met inbw‘?;ﬂp Van m _rand
geheel binnen de scctor valt)., Daarult volgt: G e

a5
2
(S-2z,)

(h'l
”‘;‘,

grensd op o0 ) als g 7 ¥ 5 oo lan
nist evenwijdig is aan een van e ﬁijd@m
2lealfunctiles
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Tot slotT van deze paragraafl nog een opmerking

gevonden oplossing: We hebben gezien dat we nu in staat
logsing voor @ x_,y;t) te geven, dile op oo het
van cen vlakke lopende golf van willekeurige

Schrijven we deze amplitude en phase op oo voor en elsen
deze golf naar de kust toe loopt, dan is de

vastgelegd. StToker 39] berekende de oplossing voor enlge

- \l _ @
hoeken van de kust (-—2—--5- met n = 1,2 , 1 5) en de nume

1 1
.: K iy ; K . "ﬂﬁ'.a_r L] ‘_:‘-.. .,l: __ ‘L i H p ?F!*
K E: A H b ol (g ;
" v by - _ oy v Eutyig bt

leverden op dat de golflengtcn en de amplitudes zeer
len van de waarde opeo,tot aan punten die ongeveer cen
uit de kust liggen (met golflengte wordt

doeld). Daarna neemt de amplitude znel toe en

Hoewe 1

aan de kust. (Logarithmische singulariteit). dit natuurli jk
in strijd is met de bij de linearisatie gebrulkte veronderstelling
van "infinitesimale! bewegingen, is dit niet ”’ ier:
omdat we ook hebben verondersteld dat de diepte

a7
golflengte en blj hellingshoeken < % zal men in

kust een andere methode moeten volgen. Stoker
lossing m.b.v, de shallow-water theory. Het voert te ver, hler thanc
(pag. % en 5) van het

VB, Ry,

dieper op in te gaan; men zliec de inlelding
artikel van Stoker.
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Als voorbeeld behandelen we: Het dricdimensionale dokprobleem D1

een cindig diep kanaal (zie Heins [15]). Dat komt volgens de gegeven

theorie dus neer op het volgende randwaardeprobleem:
£
e

wH Irl \ '.
C + CP - I (P = 0, m reeel \/
¥ xx vy ‘ é

TOOF - . 0 > oKX L e Do K — - 5,

——————— v e s e S D TR L L e ", ”~ W .
P TR 4 .ﬁmWW;WW&MMM«HWMWMW#W“WMMWH& SEE T R N Mo IR it i AT Bt

met randvoorwaarden:

ll

KPy — D VOOoOr ymmaﬁm OO X & +m(9'@)
N2 0 voor vy = 0, X <0 (9.3)

(-, = K __ (M > O) voor y = O,
L?y P x > 0

%
: T R -' mm:n-! e PRI IR P W MFFE
w3 e g Y A MW‘W s% Mﬁ M M qﬁw
o v i

fé“

Moy
§ q & iy ; 1"
i r é} ¥ ‘ﬁw!‘"iﬂ i

n de oplossing niet 1in extenso,

weé behandelen het vinden va
verwljzen voor theoretische beschouwingen e.d., naar hetl

povengenocind..




randvoorwaarden

oen een van de
G(x,y;xt,y1)

d . G + G - m G o= U VOOr -a ¢y £0, 00X & + o9

= XX Yy

behalve 1In het punt » = xt', v = y1 .

. In (x',y!') gedraagt ¢ zich alss: -

e

p3tellen we als randvoorwas

Il

¢, Voor y O, = 00X ¢ ++e

aabemsinshi

d. VOOr y = - a, -o0dx <« +00 gstellen we eveneens

G, = 0.
Y _ o
(Opmerking: Voor de voorwaarde d. kunnen we ook

Hrpnivishiciunt)

sekozene leldt echter tot een cenvoudipge vorm van
integraalvergell jking).

Een functie die aan deze eisc
volgende ontwikkeling:

w NP b g Y i o i W i et o by
o

f .
G(x,ysxt,y)= Q0 )

=0

y 1 +8 :
- (9.7)

(Accent bij de sommatie betekent, dat de coefficient voor n=0 ver-
' “ van deze

menigvuldigd moet worden met 4). Zle voor de
Greense functie bv. Sommerfeld, Dle Greense Funktion der Schwingun o-
gleichungz, D.,Math.Ver., Jahresber., vol.21 (1912), p.309-353, WLij
poneren (9.7) en het 1s betrekkelljk cenvoudiy om na te gaan dat

deze functie aan alle elcen voldoet. (Zie eventueel Heins). De be-

langrijkste eilgenschappen van deze Greense functile met

hetvolgende zijn: in de eerste plaats dat G slechts een functle 1is
van (x-x1') en niet van x of x! 1¢%mﬁw@fﬁljk ...... en Ln de ” '

dat G zich voor x») x' gedraapt als €
Iml . (x-x1)

b

s

0 ~probleem een regullere op 3ing le zoe-
men hierult door diiﬁ@?@ﬂhiihﬂﬁ%ﬂw:”Pp"»~4*ﬁ verkrli v

Ken, waarna
carithmisch singuller is In X =Yy
ineair gecombineerd lopende golven oOp
Omdat dus %ngﬁpai in de strip reguliler wordt aangenomen, fml&%
ie bekende stellling wvar

ult de eilsgen voor G, na
op de rec hﬁhwek - 1 £

8%




waarin:
ds' = lljnelement langs de rand van de genocemde rechthoek en

o __
on'!
betekent differentiatie langs de normaal naar buiten.

Dit 1s eenvoudig af te lelden door de stelling van Green toe te pad-

{

sen op het volgende gebied: Y

1-./6 "’l"’i; o

gearag van

waarblj men rekening moet houden nmet het logarithmische
¢ in (x,v), zoals voorgeschreven in (9.0). '

We laten nu 1 en 1,l — oo €n elsen dat @ (£ ¥y) zo sterk naar O na-
dert voor x >0, dat de integraal van (1 ﬁc:)) tot (1”*1 ,-a) tot O nadert

als 1“1 —- oo , (Dit is dus cen extra voorwaardt voor @ ; voor een ult-

voeriger discussie, zie Heins). De integraal van (-1,-a) tot (-1,0)
levert geen biljdragze als 1 —»ocovanwege het gedrag van G op oo .
Maken we verder gebrulk van de randvoorwaarden voor cP en van dile

voor G, dan volgt direct uit (9.8):
O

P

© (x,y)=k | G(x,y,x',0).@(x1,0)ax" .
! O
Laat nu v Pt o, dan kan men aantonen dat men volgens (9.9) ‘. de
O

miet verkrijgt:
(P (Xﬁo)m k G(X‘y(}jjﬂ;lﬁo)ﬁ(?(x,ﬁ O)d}{’ {%}‘fgu)

f ( X ) = K { X =Y ) . fn ( y )

waarin de afneemt voor grote |x|. Hier blljJk
all {Kwﬁ

n e e : ¥ %
a s -y o TR i3 p _ g bl . . % 4 . At v gﬂ v
7 o = N . A e T T e e 'y X ¥
F b ! - 1 A T h - Bl i Hl .!. e i -[he] e L ; 3 a2 ) 'r' i [ : ; K
! - L i ﬁ'..:': PHP k) " h N . k ) L . v : .' :._ r.ln' |'I‘l E J‘ iy : q. 1 " i1 Gkt A :' i . :!j I Ve B e ; ! : . . . ! " '
. : i1 . hyeie, ' ; T "!‘*’; - o ’ " o 1, i girip MhaiiF L L -l o Gl . W# i ' T :
. * I . i 1]

;:, , " . Pl W
¥ K G . ! o r b el
u 3 ' N ‘:H‘[II'F!';J .

Het idee wvan
rebracht, en de oplossing van (9

Kwestle,

oplossi



van de kern, immers: de integraal 1s van het convolutie-type en laat
zlch dus eenvoudilg transformeren.
We merken hier nogz op, dat de oplossing die Helns verkrijgt, 2zecer

gecompliceerd is, maar zich wel leent voor numerieke bewerking.
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